




摘 要：从 光 学 微 球 腔 谐 振 模 式 的 本 征 方 程 出 发，提 出 了 一 种 利 用 求 导 法 计 算 谐 振 模 式 间 尺 寸 参 数
（ｘ）间 隔 的 有 效 方 法。在Ｌａｍ求 得 的 尺 寸 参 数 计 算 公 式 基 础 上，依 据 谐 振 模 式 角 量 子 数（ｌ）必 须
为 整 数 且 远 远 大 于１的 性 质，相 邻 模 式（Δｌ＝１）间 的 尺 寸 参 数 间 隔 可 近 似 表 示 为 相 应 尺 寸 参 数 的
导 数，从 而 可 利 用 求 导 法 计 算 谐 振 模 式 之 间 的 尺 寸 参 数 间 隔。研 究 表 明，径 向 量 子 数ｉ＝１的 谐 振
模 式 的 尺 寸 参 数 间 隔 与 Ｍｉｅ散 射 理 论 求 得 的 精 确 数 值 解 之 间 的 相 对 误 差 在０．０５％以 内，并 且 与
实 验 测 量 数 据 基 本 一 致。求 导 法 因 不 需 要 进 行 繁 琐 的 级 数 展 开，从 而 大 大 简 化 了 计 算 程 序，为 光
学 微 球 腔 的 实 验 研 究 提 供 了 理 论 指 导。
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　　光 学 微 球 腔 是 指 直 径 在５～５００μｍ之 间 的 光
学 介 电 微 球 谐 振 腔，由 于 其 具 有 极 高 的 品 质 因 子
（可 达１０１０）和 极 小 的 模 式 体 积，使 得 其 在 低 阈 值
激 光 器、窄 带 光 学 滤 波、量 子 电 动 力 学、非 线 性 光
学 和 高 灵 敏 度 传 感 器 等 领 域 具 有 很 好 的 应 用 前
景［１～６］，并 受 到 广 泛 关 注［７～９］。与 微 柱、微 环 和 微
盘 等 其 他 光 学 谐 振 腔 相 比，微 球 腔 的 长 时 间 光 能
量 存 储 特 性 是 最 好 的［２，１０］。光 波 在 微 球 内 表 面 不
断 地 发 生 全 反 射，从 而 使 光 波 约 束 在 赤 道 平 面 附
近 绕 子 午 线 运 行，形 成 回 音 壁 模 或 回 廊 模（ＷＧＭ，
ｗｈｉｓｐｅｒｉｎｇ　ｇａｌｅｒｙ　ｍｏｄｅ）。
　　Ｍｉｅ等 人［１１，１２］在２０世 纪 初 研 究 并 推 导 了 金





属 和 电 介 质 球 ＷＧＭ 的 本 征 频 率 和 散 射 谐 振 方
程。根 据 标 准 的 Ｍｉｅ散 射 理 论 本 征 方 程［１３］，可 以
知 道，ＷＧＭ 光 学 微 球 腔 具 有 形 貌 共 振（ＭＤＲｓ，
ｍｏｒｐｈｏｌｏｇｙ－ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ　ｒｅｓｏｎａｎｃｅｓ）的 特 点［１４～１６］。
其 中，描 述 光 与 微 球 之 间 相 互 作 用 的 尺 寸 参 数ｘ
是 Ｍｉｅ散 射 理 论 本 征 方 程 中 最 重 要 的 参 量。通 过
对 本 征 方 程 进 行 数 值 计 算，可 以 得 到 精 确 的 尺 寸
参 数 值。但 是，这 种 计 算 方 法 过 程 比 较 复 杂 且 效
率 低 下。Ｌａｍ等 人［１４］对 本 征 方 程 进 行 了 近 似 求
解，利 用Ｂｅｓｓｅｌ函 数 的 渐 近 展 开 公 式 得 到 了 尺 寸
参 数 的 求 解 公 式，并 根 据 求 得 的 尺 寸 参 数 公 式，采
用 泰 勒 级 数 展 开 的 方 法 推 导 出 了 尺 寸 参 数 间 隔 的
公 式，与 Ｍｉｅ散 射 理 论 的 精 确 值 具 有 较 好 的 近 似
效 果。本 文 在Ｌａｍ求 得 的 尺 寸 参 数 公 式 基 础 上，
直 接 通 过 求 导 法 推 导 得 出 尺 寸 参 数 间 隔 的 计 算 公
式，然 后 分 别 利 用 求 导 法 和 泰 勒 级 数 展 开 法 计 算
出 的 尺 寸 参 数 间 隔 值 与 通 过 Ｍｉｅ散 射 理 论 得 到 的
精 确 值 以 及 实 际 测 得 的 实 验 数 据 进 行 比 较，并 分
析 比 较 的 结 果。
２　理论计算
　　根 据 Ｌｏｒｅｎｚ－Ｍｉｅ理 论，光 波 在 微 球 腔 内 的 谐
振 模 式，是 沿 微 腔 表 面 振 荡 的 驻 波。均 匀 介 质 球
内 的 场 分 布，可 以 用 矢 量 球 谐 函 数 表 示。当 光 在
微 球 腔 内 传 播 时，微 球 和 周 围 空 气 介 质 之 间 的 边
界 表 面 上，其 电 场 和 磁 场 的 切 向 分 量 连 续，以 ＴＥ







式 中：ｊｌ 和ｎｌ 分 别 为 球Ｂｅｓｓｅｌ函 数 和 球 诺 依 曼 函
数；ｎ为 相 对 折 射 率，是 微 球 折 射 率ｎｓ 和 微 球 周 围
介 质 折 射 率ｎ０ 的 比 值；ｘ为 尺 寸 参 数，是 描 述 光 与
微 球 之 间 相 互 作 用 的 重 要 参 量；ｌ表 示 微 球 腔 内 谐
振 的 ＷＧＭ 传 播 方 向 上 的 角 量 子 数。
　　将ｌ用 总 角 动 量ｖ＝ｌ＋１／２代 替，并 把ｊｌ 和ｎｌ







　　特 征 方 程（２）是 超 越 方 程，只 能 从 数 值 上 解 出
尺 寸 参 数ｘｉ，ｌ的 离 散 特 征 值，其 中ｉ为 微 球 谐 振 腔
内 ＷＧＭ 的 径 向 量 子 数，是 与 角 量 子 数ｌ相 关 的 特
征 方 程 的 第ｉ个 根。虽 然 数 值 计 算 可 以 解 出 精 确
的 尺 寸 参 数ｘｉ，ｌ的 值，但 是 这 种 方 法 每 次 只 能 计 算
出ＴＥ或 ＴＭ 模 式 下，单 个 模 式 数 所 对 应 的 各 阶
尺 寸 参 数 值，因 而 计 算 过 程 比 较 繁 琐、低 效。Ｌａｍ
通 过 对 特 征 方 程 中 的Ｂｅｓｓｅｌ函 数 进 行 渐 近 展 开，









其中：ＴＥ模 时，Ｐ＝ｎ，ＴＭ 模 时，Ｐ＝１／ｎ；αｉ 为 Ａｉｒｙ
函数Ａｉ（－ｚ）的第ｉ个根，α１＝２．３３８，α２＝４．０８８，α３
＝５．５２１。

















































　　对比式（６）和 式（４）可 以 看 出，使 用 求 导 法 得 到
的式（６）和泰勒级数展开法得到的式（４）在右边展开





尺寸参数间隔 的 比 较，可 以 看 出，式（６）的 求 导 法 相
较于式（４）的泰勒级数展开法，其与 Ｍｉｅ散射理论的
精确 间 隔 的 相 对 误 差 会 更 小 一 些，也 即 是 更 接 近 于
通过 Ｍｉｅ散射 理 论 计 算 得 到 的 精 确 值；而 且 使 用 求
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表１　尺寸参数间隔Δｘ与角量子数ｌ和径向量子数ｉ之间的关系
Ｔａｂ．１　Ｓｉｚｅ　ｐａｒａｍｅｔｅｒ　ｓｅｐａｒａｔｉｏｎΔｘｖａｒｙｉｎｇ　ｗｉｔｈ　ａｎｇｕｌａｒ　ｍｏｄｅ　ｎｕｍｂｅｒ　ｌ　ａｎｄ　ｒａｄｉａｌ　ｏｒｄｅｒ　ｉ




ＴＥ　 ５０　 １　 ３８．０７９　０　 ０．７０８　７　 ０．７０８　４　 ０．７０８　６　 ０．０４２　 ０．０１４
５１　 １　 ３８．７８７　７　 ０．７０８　３　 ０．７０８　０　 ０．７０８　２　 ０．０４２　 ０．０１４
４５　 ２　 ３８．１９９　９　 ０．７３５　１　 ０．７３３　０　 ０．７３３　４　 ０．２８６　 ０．２３１
４６　 ２　 ３８．９３５　０　 ０．７３４　２　 ０．７３２　３　 ０．７３２　７　 ０．２５９　 ０．２０４
４１　 ３　 ３８．３００　３　 ０．７５８　１　 ０．７５４　５　 ０．７５５　１　 ０．４７５　 ０．３９６
４２　 ３　 ３９．０５８　４　 ０．７５７　４　 ０．７５３　４　 ０．７５３　９　 ０．５２８　 ０．４６２
ＴＭ　 ５０　 １　 ３８．５４８　３　 ０．７０９　３　 ０．７０８　６　 ０．７０８　８　 ０．０９９　 ０．０７０
５１　 １　 ３９．２５７　６　 ０．７０８　９　 ０．７０８　２　 ０．７０８　４　 ０．０９９　 ０．０７１
４５　 ２　 ３８．６０７　３　 ０．７３８　２　 ０．７３３　４　 ０．７３３　８　 ０．６５０　 ０．５９６
４６　 ２　 ３９．３４５　５　 ０．７３７　０　 ０．７３２　６　 ０．７３３　０　 ０．５９７　 ０．５４３
４１　 ３　 ３８．５６８　２　 ０．７６６　３　 ０．７５５　１　 ０．７５５　７　 １．４６２　 １．３８３
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谐振模式为ＴＥ模时的尺寸参数间隔。图１中，（ａ）、
（ｂ）和（ｃ）分 别 使 用 Ｍｉｅ散 射 理 论 数 值 计 算 方 法、求
导法和泰勒 级 数 展 开 法，计 算 径 向 量 子 数（ａ）ｉ＝１、
（ｂ）ｉ＝２和（ｃ）ｉ＝３，角量子数ｌ＝４２～５８以及相对折
射率ｎ＝１．４５时 的 尺 寸 参 数 间 隔 值。从 图 可 以 看
出，我们提出的求导法和Ｌａｍ的泰勒级数展开法一
样，都与通过 Ｍｉｅ散 射 理 论 数 值 计 算 得 到 的 精 确 间
隔有很好的 一 致 性 和 近 似 性，而 且 求 导 法 得 到 的 结
果更接近于 Ｍｉｅ散射理论得到的精确值。图１（ｄ）为
径向量子数ｉ＝１，２，３时，利用求导法得到的计算结
果与 Ｍｉｅ散射 理 论 精 确 数 值 解 之 间 的 相 对 误 差，可
以看到，误差在０．５５％以内，特别是当径向量子数ｉ
＝１时，其 误 差 小 于０．０５％。而 在 实 际 的 微 球 腔 谐




　　实 验 利 用 火 焰 法 熔 拉 已 去 除 涂 覆 层 的ＳＭＦ－
２８ＴＭ，得 到 锥 腰 直 径 为２．３μｍ 的 锥 形 光 纤。用
ＳＹＮＲＡＤ　Ｊ４８－２（Ｓ）Ｗ 型 的ＣＯ２ 激 光 器 熔 融 已 拉 制





（ＢＢＳ）为 ＱＰＨＯＴＯＮＩＣＳ公 司 的 ＱＳＤＩＬ－５００型，作
为加载信号 的 激 光 光 源；光 谱 分 析 仪（ＯＳＡ）为 ＡＤ－





子 数ｌ＝３　８　５～３　９　５的 基 模 的 谐 振 峰 值 分 别 为
１　５５９．４２、１　５５５．５３、１　５５１．６３、１　５４７．６６、１　５４３．８３、
１　５３９．９９、１　５３６．２１、１　５３２．４３、１　５２８．５３、１　５２４．８３
和１　５２１．０９ｎｍ，计 算 出 相 应 的 尺 寸 参 数 值 分 别 为
２７１．１６３　９、２７１．８４２　０、２７２．５２５　３、２７３．２２４　３、２７３．９０２　２、
２７４．５８５　１、２７５．２６０　８、２７５．９３９　８、２７６．６４３　８、２７７．３１５　１
和２７７．９９６　９，而 经 由 Ｍｉｅ散 射 理 论 法 求 得 的 尺 寸
参 数 值 则 分 别 是２７０．９１１　２、２７１．６００　３、２７２．２８９　２、
２７２．９７８　２、２７３．６６７　２、２７４．３５６　１、２７５．０４５　１、２７５．７３４　０、
２７６．４２２　９、２７７．１１１　８和２７７．８００　７。由 此 可 以 算 出，
通 过 Ｍｉｅ散 射 理 论 法 得 到 的 尺 寸 参 数 值 与 实 验 测
得 的 尺 寸 参 数 值 的 相 对 误 差 在０．０７～０．０９％之
间，即 谐 振 模 式 频 率 发 生 了 偏 移。偏 移 发 生 的 原
因 主 要 是 因 为 实 验 中 利 用ＣＯ２ 激 光 器 熔 融 光 纤 末
端 获 得 的 微 球 腔 并 非 理 想 的 完 美 球 形，而 是 有 一
定 偏 心 率 的 椭 球 体，其 极 方 向 和 赤 道 方 向 上 的 直
径 分 别 为１３４．７６μｍ和１３４．５３μｍ，计 算 出 相 应 的
偏 心 率 为０．１７％。因 而 依 据 文 献［１８］中 谐 振 模 式
频 率 偏 移 与 偏 心 率 和 角 量 子 数 之 间 的 关 系，可 以








较，可以看出，在 ＯＳＡ分辨率仅 能 达 到０．０１ｎｍ时
引入 的 测 量 误 差，以 及 进 行 实 验 所 在 的 超 净 室 的 空
气流通系统所引起的锥形光纤与微球之间的轻微振
动而 引 入 的 环 境 误 差 等 因 素 的 影 响 下，求 导 法 得 到
的尺寸参数间隔值，同 Ｍｉｅ散射理论法一样，与实际
测得的实 验 结 果 基 本 上 是 一 致 的。图 中 插 图 说 明，
在角量子数ｌ比较大时，求导法获得的结果与 Ｍｉｅ散
射理论法求得的精确数值解之间非常相近。这是因
为，求 导 法 得 到 的 尺 寸 参 数 间 隔 公 式 是 和 角 量 子 数
的倒数成正比的，当角量子数ｌ的值越大时，后面未
取到 的 高 次 小 项 所 占 的 比 重 越 小，因 而 求 导 法 得 到
的尺寸参数间隔就与 Ｍｉｅ散射理论法解出的精确值
越接近。







　　基于光 学 微 球 腔 具 有 ＷＧＭ 模 式 的 特 点，从 谐
振模式的特 征 方 程 出 发，利 用 直 接 求 导 法 得 出 了 求
解本征 模 式 间 尺 寸 参 数 间 隔 的 计 算 公 式。通 过 与
Ｍｉｅ散射理论的精确数值解的比较，表明使用求导法
计算谐振模式间的尺寸参数间隔，比Ｌａｍ的泰勒级
数近似展开 法 具 有 更 高 的 精 度，同 时 与 实 际 测 得 的
实验结果也 基 本 一 致，并 且 求 导 法 的 计 算 和 推 导 过
程更加简便，为 求 解 ＷＧＭ 模 中 谐 振 模 式 间 的 模 式
频率间隔和 确 定 谐 振 模 式 图 谱 中 谐 振 模 式 数，提 供
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